
همین دیروز برام یه اتفاقی افتاد که از نظر خودم جالب بود و تا حدی نگاهم رو نسبت به آدما تغییر داد.
دیروز توی تاکسی نشسته بودم و راننده آهنگی گذاشته بود و گاهی هم خودش باهاش هم خونی می کرد. من خیلی 
عمیق داشتم به سوژه برای مقدمۀ کتاب ماجرای بیست هندسه فكر می کردم و حواسم به آهنگ نبود و فقط در 
حد یک پس زمینۀ گنگ و مبهم آهنگ رو می شنیدم. همین طور داشتم به مفاهیم دایره، چندضلعی، مثلث و قضیۀ 
کسینوس ها فكر می کردم که یک دفعه بخش شنوایی قشر مخم فعال شد و قسمتی از ترانه که راننده با خواننده 

هم خوانی می کرد شفاف شد:
چشمات مث مثلث!۱ ...

واقعا؟ً چه هم زمانی باحالی! شاعر این ترانه هم درگیر مفاهیم هندسی شده و ظاهراً این نوع نگاه، طرفدار هم داره.
این شد که از دیروز یه جور دیگه به چشم مردم نگاه می کنم و توی چشماشون دنبال نیمساز زوایای داخلی می گردم 

که آیا نیمسازهای مثلث چشماشون دقیقاً از مرکز دایرهء مردمكشان می گذرد یا نمی گذرد؟...
از شوخی و جدی گذشته می خوام یه جمله بگم و برم: هندسه درس خیلی باحالیه به شرط این که مثل شاعر این 

ترانه زاویۀ دید هندسی به دنیا و زندگی داشته باشید.
این  رو هم بگم که هر کی کتاب ماجرای بیست هندسه رو کامل بخونه و بفهمه، امكان نداره ۲۰ نگیره.

دم خانم زهرا جالینوسی که هندسه رو خیلی مؤدبانه  و تر و تمیز می نویسه، گرم!
دم خانم زهره قموشی که تا این کتاب بشه کتاب از پا ننشست، گرم!

دم ویراستارای این کتاب و دم بچه های قهرمان و همیشه در صحنۀ تولید گرم!
دم شما هم گرم!  

۱- بعداً سرچ کردم دیدم این آهنگ رو گروه «پالت» اجرا کرده و اسم آلبومشون هم آقای بنفشه.

همین دیروز برام یه اتفاقی افتاد که از نظر خودم جالب بود و تا حدی نگاهم رو نسبت به آدما تغییر داد.
دیروز توی تاکسی نشسته بودم و راننده آهنگی گذاشته بود و گاهی هم خودش باهاش هم خونی می کرد. من خیلی 
عمیق داشتم به سوژه برای مقدمۀ کتاب ماجرای بیست هندسه فكر می کردم و حواسم به آهنگ نبود و فقط در 
حد یک پس زمینۀ گنگ و مبهم آهنگ رو می شنیدم. همین طور داشتم به مفاهیم دایره، چندضلعی، مثلث و قضیۀ 
کسینوس ها فكر می کردم که یک دفعه بخش شنوایی قشر مخم فعال شد و قسمتی از ترانه که راننده با خواننده 

هم خوانی می کرد شفاف شد:
... 

واقعا؟ً چه هم زمانی باحالی! شاعر این ترانه هم درگیر مفاهیم هندسی شده و ظاهراً این نوع نگاه، طرفدار هم داره.
این شد که از دیروز یه جور دیگه به چشم مردم نگاه می کنم و توی چشماشون دنبال نیمساز زوایای داخلی می گردم 

که آیا نیمسازهای مثلث چشماشون دقیقاً از مرکز دایرهء مردمكشان می گذرد یا نمی گذرد؟...
از شوخی و جدی گذشته می خوام یه جمله بگم و برم: هندسه درس خیلی باحالیه به شرط این که مثل شاعر این 

ترانه زاویۀ دید هندسی به دنیا و زندگی داشته باشید.
این  رو هم بگم که هر کی کتاب ماجرای بیست هندسه رو کامل بخونه و بفهمه، امكان نداره ۲۰ نگیره.

دم خانم زهرا جالینوسی که هندسه رو خیلی مؤدبانه  و تر و تمیز می نویسه، گرم!
دم خانم زهره قموشی که تا این کتاب بشه کتاب از پا ننشست، گرم!

دم ویراستارای این کتاب و دم بچه های قهرمان و همیشه در صحنۀ تولید گرم!
دم شما هم گرم!

- بعداً سرچ کردم دیدم این آهنگ رو گروه «پالت» اجرا کرده و اسم آلبومشون هم آقای بنفشه.



به نام خداوند رنگین کمان

هندسه معمولاً از اون درس هایی بوده که بچه ها برای یاد گرفتنش با معلما و کتاباشون درگیر بودن و آخر 
سال هم برای این که بتونن یه نمرهء خوبی بگیرن، چند تا قضیۀ کتاب درسی رو حفظ می کردن و از همونا 
هم توی امتحان میومد و تمام. اما بعد از این که تأثیر امتحان نهایی توی کنكور به ۶۰ درصد رسید، همه 
چی متفاوت شد. الان طراح های امتحان نهایی هم قراره سخت گیر بشن و برای این که سطح بچه ها رو 
مشخص کنن، فقط چندتا قضیۀ حفظی رو سؤال نمی دن و می رن سراغ کاربرد اون قضیه ها و سؤال های 

خیلی سخت تر ... .
حالا ما توی خیلی سبز یه راه حل پیدا کردیم براتون. برای این که بتونید ۶۰ درصد نمرهء نهایی کنكور رو 

توی مشتتون داشته باشید، این کارا رو انجام بدید:
با درس دادن معلمتون،  تهیه کنید، هم زمان  ماجرای بيست هندسه ۲ رو  ابتدای سال تحصیلی کتاب  از 
درس نامه و سؤال های اون رو حل کنید. بعد تک تک پاسخ هاتون رو با پاسخ نامه تشریحی کتاب چک کنید. 
حالا که به یه تسلط نسبی رو سؤال ها رسیدید، برید سراغ سؤال های  که از همه سؤال ها سخت تره و 
شما رو برای سؤال های سخت احتمالی امتحان نهایی آماده می کنه. تماااام. حالا دیگه ۲۰ گرفتن براتون 

مثل آب خوردن می شه ... .

کتاب ماجرای بیست هندسه یازدهم اینا رو داره:

درس نامه: سعی کردیم خیلی ساده، روان و کاربردی (جوری که راحت بتونید هندسه رو بخونید، یاد بگیرید 

و حتی لذت ببرید.) درس رو آموزش بدیم. مطالب اضافه در این کتاب نمی بینید اما هر چیزی که برای کسب 
البته بیشتر جاها برای این که مطالب،  ۲۰ نهایی لازمه رو دارید. چینش درس ها کاملاً مثل کتاب درسیه، 
طولانی نشه و حوصله تون سر نره، درس به چند بخش تقسیم شده و سؤال های هر قسمت رو جداگونه آوردیم.
رو  مطالب  می تونید،  تا  که  مهمه  خیلی  پس  زیاده؛  هندسه  درس  در  مطالب  حجم  خبر:  چه  امتحان  در 

تیپ بندی شده و منظم یاد بگیرید. ما سعی کردیم توی کادر های (در امتحان چه خبر؟) این کار را برای شما 
انجام بدیم. مطالب هر درس رو تیپ بندی کردیم و سؤال های مربوط به هر تیپ رو هم مشخص کردیم. پس 
می تونید برید و سؤال های هر تیپی رو که خوب یاد نگرفتید، دوباره و دوباره حل کنید و بهشون مسلط بشید. 
سؤال های امتحانی: همۀ مثال ها و تمرین های کتاب، کار در کلاس ها و فعالیت ها و همۀ سؤال های نهایی توی 

این کتاب موجوده و به قول معروف پوشش کامل کتاب  درسی و امتحان های نهایی یه جوری رعایت شده 
که بعد از خوندن «ماجرای بيست» دیگه هیچ نگرانی ای ندارید که چیزی جا افتاده باشه. 

سؤال هایی که کنار آن ها علامت  است، سطح دشوار تری نسبت به بقیۀ سؤال ها داره و شما رو برای 
سؤال های سخت نهایی آماده می کنه.

تقدیم به استوارترین تكیه گاهم، دستان پرمهر پدرم
و به سبزترین نگاه زندگیم، چشمان سبز مادرم
زهرا جالینوسی



پاسخ‌های تشریحی: بعد از حل سؤال‌ها، حتماً پاسخ‌ها را تحلیل کنید. 

آزمون‌های پایانی کتاب: در انتهای کتاب دو امتحان ترم اول داریم و چهار‌تا امتحان ترم دوم. حتماً قبل از 

امتحان نهایی این سؤال‌ها رو حل کنید و به بارم‌بندی اون‌ها هم توجه کنید که بدونید باید چه‌جوری جواب 
بدی که مصحح بهتون نمرهء کامل بده.

در پایان ممنون از:

دکتر نصری که خیلی‌سبز رو ساخت و درس‌خوندن رو برای بچه‌ها لذت‌بخش کرد ... .
مهندس مهدی ‌هاشمی که برای نوشتن این کتاب به ما اعتماد کرد.

خانم طاهری و خانم قموشی که زحمت هماهنگی‌ها رو کشیدند و خیلی اذیتشون کردیم.
ویراستارهای خوب مجموعه آقایان و خانم‌ها ماهک کناره، علیرضا کاظمی‌بقا و لیلا سمیعی‌عارف که برای 

بهتر‌شدن کتاب به ما کمک کردن.
شما بچه‌های پرانگیزه که برای آیندهء بهتر خودتون تلاش می‌کنید.

شهریور 1403 �
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فصل۱فصل۱  : دایره

چرا بايد دايره و ويژꙖ هاش رو ياد بگيريم و كاربردشون تو زندꙖ چيه؟ يه مثال مى زنم براتون ... توی هندسه يه قضيه داريم به اسم «قضيۀ هم پيرامونى» که 
ꙸ های هندسى با محيط يکسان، اونى که مساحت بيشتری داره، دايره است.» از اين قضيه در گذشته ها برای ساخت قلعه ها و الان پلان  مى گه: «از بين همۀ ش

ساختمان ها و سيلوهای نگهداری غلات استفاده مى شه. يعنى هر جايى که بخواهيم از محيط موجود، بيشترين استفاده رو ببريم مى ريم سراغ دايره.
توی این فصل، اول یک سری تعاریف اولیهء دایره رو یاد مى گیریم. )که اکثرشو از سال های قبل بلدید.( بعد مى ریم سراغ انواع زاویه ها و روابط طولى در دایره و 

در آخر هم به چندضلعى های محیطى و محاطى مى پرداز یم.

مفاهیم اولیه� دایره بخش ۱:

C نشان می دهيم.  O r( , تعریف مجموعه نقاطی از صفحه كه از نقطه ای ثابت (مثل O) به يک فاصلۀ ثابت (مثل r) باشد را يک دايره می گوييم و آن را به صورت(
مثلاً مجموعه نقاطی كه از نقطۀ ثابت O به فاصلۀ ۳ باشند، يک دايره به مركز O و به شعاع ۳ به صورت زير است:

شعاع دایره: پاره خطی كه يک سر آن مركز دايره و سر ديگر آن روی محيط دايره باشد.

وتر دایره: پاره خطی كه دو سر آن روی محيط دايره باشد.

قطر دایره: وتری از دايره كه از مركز آن عبور كند. (اندازۀ قطر دو برابر شعاع است.)

اوضاع نسبی نقطه و دایره

C و نقطۀ دلخواه A را در صفحه در نظر بگيريد. برای اين كه تشخيص دهيم نقطۀ A در چه وضعيتی با دايره قرار دارد، از جدول زير كمک می گيريم: O r( , ) دايرۀ

شکلشرحوضعیت

AOداخل دايره r< اگر فاصلۀ نقطۀ A تا مركز دايره از شعاع آن كم تر باشد:

AOروی دايره r= اگر فاصلۀ نقطۀ A تا مركز دايره برابر شعاع دايره باشد:

AOبيرون از دايره r> اگر فاصلۀ نقطۀ A تا مركز دايره از شعاع آن بيشتر باشد:

 A بايد ابتدا مانند شکل های جدول زير، قطری از دايره که از ،A برای پيداکردن کم ترين و بيشترين فاصلۀ نقاط دايره از نقطۀ دلخواه 
می گذرد را رسم کنيم، در اين صورت همواره داريم:

نقطه� A بیرون دایره باشد.نقطه� A درون دایره باشد.

= كم ترين فاصله = -AC r AO
= بيشترين فاصله = +AB r AO

= كم ترين فاصله = -AC AO r
= بيشترين فاصله = +AB AO r

بنابراين می توانيم نتيجه بگيريم که مکان قرارگيری نقطۀ A تأثيری در کم ترين و بيشترين فاصله ندارد و همواره داريم:
= کم ترين فاصله -| |AO r
= بيشترين فاصله +AO r

 

3 است. اگر A خارج دایره باشد: 2x -- C برابر O( , )4  فاصلهء نقطهء A تا مرکز دایرهء
ب( کم ترین مقدار صحیح x را به دست آورید. الف( محدودهء x را تعیین کنید.  

پ( به ازای کم ترین مقدار صحیح x، بیشترین فاصلهء A تا نقاط دایره را به دست آورید.

الف اگر A خارج از دايره باشد، بايد فاصلۀ A تا مركز دايره از شعاع دايره بزرگ تر باشد، پس داريم:  
 3 2 4 3 6 2x x x- > Þ > Þ >  

ب پس كم ترين مقدار صحيح x، كم ترين عدد صحيح بعد از ۲ يعنی برابر ۳ است.
 OA x= - =3 2 7 ، فاصلۀ نقطۀ A تا مركز دايره برابر است با:  x = 3 پ به ازای
 max = + = + =OA r 7 4 11 و بيشترين فاصلۀ A تا نقاط دايره برابر است با: 
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اوضاع نسبی خط و دایره

 خط d و نقطۀ A خارج از آن را به صورت شكل روبه رو در نظر بگيريد. وقتی می گوييم فاصلۀ A تا خط d، يعنی طول 
خط عمود رسم شده از A تا d يا همان طول خط AH در شكل روبه رو و فاصلۀ A تا هر نقطۀ ديگری از d به جز H همواره از 
d تا A فاصلۀ = AH AH بيشتر است. 
 AH AB AH AC< <, ,  

C و خط دلخواهی مانند d داشته باشيم، اين دايره و خط سه وضعيت نسبت به يكديگر دارند كه  O r( , ) با توجه به يادآوری بالا، اگر دايره ای مانند
در جدول زير می بينيد:

۳. متقاطع۲. مماس۱. متخارج

فاصلۀ خط و مركز دايره از شعاع دايره بيشتر 
 ( )OH r> است.

فاصلۀ خط و مركز دايره برابر شعاع دايره 
( )OH r= است.

فاصلۀ خط و مركز دايره از شعاع دايره كم تر 
( )OH r< است.

تعداد نقاط اشتراک = ۲تعداد نقاط اشتراک = ۱تعداد نقاط اشتراک = صفر

 همواره خط مماس بر دايره در نقطۀ H، بر شعاع گذرنده از نقطۀ H عمود است.

ax برابر است با: by c+ + =0 )M از خط به معادلۀ , )a b  فاصلۀ نقطۀ
  MH a b c

a b
= + +

+

| |a b
2 2

 

 C 3 بیابید. وضعیت نسبی خط و دایره چگونه است؟ این خط با دایرهء 4 10x y++ == C را از خط O( , )2 )O مرکز دایرهء , )3 1--  فاصلهء
چند نقطهء اشتراک دارد؟

3 را به دست می آوريم: 4 10x y+ = ) از خط , )3 1-  ابتدا فاصلۀ نقطۀ
 OH = + - -

+
= = <| ( ) ( ) |3 3 4 1 10

3 4

5

5
1 2

2 2

 
OH پس خط و دايره متقاطع اند و دو نقطۀ اشتراک دارند. R<

رسم مماس بر دایره از نقطه ای خارج آن برای رسم خط مماس بر دايره از يک نقطه خارج از آن، ابتدا بايد موارد زير را يادآوری كنيم:

 MTO عمود است و مثلث OT بر MT ١ مماس بر دايره همواره بر شعاع دايره عمود است. پس در شكل روبه رو
قائم الزاويه است.

 MN NO NT= = ٢ ميانۀ وارد بر وتر در مثلث قائم الزاويه هميشه نصف وتر است، پس در شكل بالا داريم: 
بنابراين اگر دايره ای به مركز N و قطر OM رسم كنيم حتماً از نقطۀ T هم عبور می كند.

C از نقطۀ M خارج از آن: O R( , ) حالا برويم سراغ رسم خطوط مماس بر دايرۀ
 از نقطۀ M خارج دايره به O (مركز دايره) وصل می كنيم و عمودمنصف پاره خط OM را رسم می كنيم تا 

نقطۀ N پيدا شود. (رسم عمودمنصف را در سال دهم ياد گرفتيم.)
 M قطع كند و ¢T C را در دو نقطۀ T و O R( , )  اگر به مركز N و شعاع ON، دايره ای رسم كنيم كه دايرۀ

¢MT مماس های وارد بر دايره از نقطۀ M هستند. T¢ وصل كنيم، آن گاه MT و را به T و

١ از هر نقطه روی دايره فقط يک مماس می توانيم بر دايره رسم کنيم.  
٢ از هر نقطه خارج از دايره، دو مماس می توانيم بر دايره رسم کنيم.

کمان، قطاع و قطعه در دایره

AB می ناميم. (بخش قرمزرنگ در دايرۀ روبه رو) کمان قسمتی از محيط دايره كه بين دو نقطۀ A و B محدود شده باشد را كمان

AOBÆ در شكل روبه رو) زاویه� مرکزی زاويه ای كه رأس آن مركز دايره و دو ضلع آن دو شعاع از دايره باشد را زاويۀ مركزی می ناميم. (مثل
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 AB اندازۀ هر كمان همان اندازۀ زاويۀ مركزی روبه روی آن است و واحد آن درجه است. مثلاً اندازۀ كمان ( )aa اندازه� کمان

 a = = =AOB ABÆ � �
50 در شكل مقابل برابر است با: 

2pR است. بنابراين طول كمان AB در شكل  360 و طول طول کمان (L)  محيط هر دايره در واقع يک كمان به اندازۀ

روبه رو را می توانيم با استفاده از يک تناسب ساده، محاسبه كنيم:

 AB AB AB L R
� � �

� �
 â½pHkºH  Ï¼ö

½oÄHj  ôÃd¶
  Ï¼ö

360 360

2= Þ = = a p( )  

متفاوت،  شعاع های  با  دايره هايی  در  برابر  اندازۀ  با  کمان هايی  که  بفهميم  می توانيم  مقابل  شکل  به  توجه  با   
. )پس اندازۀ  L L¹ ¢ 60 است ولی ¢ برابر ¢AB طول های متفاوتی دارند. مثلاً در شکل مقابل اندازۀ هر دو کمان AB و

کمان ربطى به شعاع دایره نداره! ولى طول کمان با شعاع رابطهء مستقیم داره.(

MN و طول این کمان را به دست آورید. 45 است. اندازهء MONÆ برابر  در شکل مقابل، زاویهء مرکزی

 
.MN� �= 45  اندازۀ هر كمان برابر اندازۀ زاويۀ مركزی رو به آن است، پس

 L R= = ´ =a p p p
360

2
45

360

2 3
3

4





( ) ( ) طول كمان MN هم از رابطۀ مقابل محاسبه می شود: 

قطاع دایره مساحت بين دو شعاع دايره و محيط آن را يک قطاع می ناميم و اين مساحت به صورت زير محاسبه می شود:

 AB AOB
AOB

�
�

  â½pHkºH   ÌIõ¤  SeIv¶
½oÄHj  SeIv¶

ÌIõ¤  SeI
360

= Þ vv¶ = =S Ra p
360

2

� ( )  

یک قطعه از دایره مساحت محصور بين يک وتر از دايره و محيط آن، يک قطعه از دايره است كه با هاشور قرمز در شكل 

مقابل نشان داده شده است و به صورت زير محاسبه می شود:
 ¢ = -S S S

AOB
ÌIõ¤ D  

S R
AOB

D = 1

2

2 sina AOB برابر است با: 
D

، مساحت مثلث a  در شكل مقابل، با داشتن زاويۀ

 در شکل روبه رو، شعاع دایرهء بزرگ تر 5 برابر دایرهء کوچک تر است. اگر مساحت دو قطاع رنگی 
aa در دایرهء کوچک تر را به دست آورید. با هم برابر باشد، زاویهء

R و مساحت دو قطاع رنگی برابر است. پس داريم: r= 5  طبق فرض سؤال
 p p a a a
R r r rR r
2 2

5 2 25

360 360

25 5 125
´

= ¾ ®¾¾ ´ = Þ ==


 

   

در اولین بخش از اولین فصل هندسهء یازدهم با یک سری سؤالات اکثراً ساده و روتین مواجه مى شیم که به صورت زیر تیپ بندی مى شن:
١ سؤالات جای خالى و درست - نادرست که غالبشون مربوط به وضعیت نسبى نقطه و خط با دایره است.

  سؤال های 1 تا 5 
٢ سؤالات تعریفى و اثباتى که با خوندن درس نامه بهشون مسلط مى شید. 

  سؤال های 6 تا 12
L رو بدونیم. R= a p

360
2



( )   ٣ سؤالاتى در مورد طول کمان در دایره که فقط كافیه فرمول

  سؤال های 14 تا 17
۴ در آخر هم سؤال های مساحت قطاع و قطعه در دایره که اون ها هم فرمول های ساده و روتینى دارن. 

  سؤال های 18 تا 21

AB L RL R�
� �  Ï¼ö� �  Ï¼ö� �
0 3
� �
0 3
� �

60
� �

60
� �= =L R= =L RaL RaL R( )L R( )L R2( )2L R2L R( )L R2L Rp( )pL RpL R( )L RpL R

AOB ÌIõ¤  SeIÌIõ¤  SeIÌI v¶õ¤  SeIv¶õ¤  SeIvv¶võ¤  SeIvõ¤  SeIv¶õ¤  SeIvõ¤  SeI = =S RS R= =S R= = aS RaS R
360

2

� ( )S R( )S RS RpS R( )S RpS R2( )2

¢ = -S S¢S S¢ = -S S= -S
AOB

ÌI= -ÌI= -õ¤= -õ¤= -ÌIõ¤ÌI= -ÌI= -õ¤= -ÌI= - D

S RS R
AOB

DS RDS RS R=S R1S R1S R
2

2 sina
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 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.
تعداد نقاط اشتراک دایره و خط متقاطع بر آن، ............... است.-11
از هر نقطه خارج دایره، ............... مماس می‌توانیم بر دایره رسم کنیم.-22
اندازهء هر کمان برابر اندازهء زاویهء ............... رو به آن است.-33
)برگرفته از امتحانات مدارس کشور(-44 ، ............... است.� 49pp طول بزرگ‌ترین وتر در دایره‌ای به مساحت
7 است. کم‌ترین مقدار صحیح x به شرطی که A درون دایره باشد، برابر است با: ...............�-55 -- x C برابر O( , )3 فاصلهء نقطهء A از مرکز دایرهء

)برگرفته از امتحانات مدارس کشور(  ثابت کنید:�
)کار در کلاس صفحهء 12 کتاب درسی(-66 aa درجه باشد، نشان دهید طول کمان AB برابر است با:� C برابر O R( , ) اگر زاویهء مرکزی قطاعی از دایرهء

 L R== pp aa
180



�

)کار در کلاس صفحهء 12 کتاب درسی(-77 aa درجه باشد، نشان دهید مساحت قطاع ایجادشده برابر است با:� C برابر O R( , ) اگر زاویهء مرکزی قطاعی از دایرهء

 S R== pp aa2

360


�
 مفاهیم زیر را تعریف کنید:

کمان1111قطعه1010قطاع-99زاویهء مرکزی-88

طریقهء رسم مماس بر یک دایره از نقطه‌ای خارج آن را به همراه شکل شرح دهید.1212
نزدیک‌ترین و دورترین فاصلهء نقطهء A از یک دایره به ترتیب 8 و 12 است. شعاع دایره چه‌قدر است؟1313
)برگرفته از کار در کلاس صفحهء 12 کتاب درسی(1414 با توجه به شکل، اندازه و طول کمان‌های زیر را بنویسید. �

 AB الف(
 ¢¢ ¢¢A B ب(

¢¢ با هم برابر است. شعاع دایرهء بزرگ‌تر چند برابر دایرهء 1515 ¢¢A B در شکل مقابل، طول کمان‌های AB و
کوچک‌تر است؟

�
)برگرفته از امتحانات مدارس کشور(1616 در شکل روبه‌رو، �

100 باشد، اندازهء کمان y را به دست آورید. الف( اگر اندازهء زاویهء مرکزی x برابر
70 باشد، طول کمان روبه‌رو به زاویهء x را به دست آورید. ب( اگر اندازهء کمان y برابر

4pp باشد، مساحت و محیط دایره را به دست آورید.1717 C برابر O r( , ) اگر طول کمان روبه‌رو به زاویهء مرکزی120 در دایرهء
مطابق شکل، در دایره‌ای به شعاع 3، مساحت قطاع و قطعهء قرمزرنگ را به دست آورید.1818

در شکل مقابل طول کمان‌های AB و CD و مساحت قسمت رنگی را به دست آورید.�1919

�
aa را به دست 2020 CD باشد، مقدار زاویهء == 100

 مطابق شکل، اگر O مرکز دایره و کمان‌های AB و BC هم‌اندازهء و
)برگرفته از امتحانات مدارس کشور( آورید.�

�



12

2 
سه

ند
ه

ت  
س

 بی
ی

ـرا
ج

ـا
م

سه دایره به شعاع های 3 سانتی متر دوبه دو بر هم مماس اند. مطابق شکل روبه رو، این سه دایره به وسیلهء یک نخ به - 21
)برگرفته از امتحانات مدارس کشور( یکدیگر بسته شده اند: 

الف( طول این نخ را به دست آورید.
ب( مساحت ناحیهء رنگی را به دست آورید.

انواع زاویه در دایره بخش ۲:

در درس قبل، زاويۀ مركزی و رابطۀ آن با كمان در دايره را مطرح كرديم. در اين درس نامه می خواهيم محاسبۀ بقيۀ زاويه های دايره را ياد بگيريم.
انواع زاويه در دايره عبارت اند از:

۱. زاویه� محاطی 

BACÆ محاطی هستند: زاويه ای كه رأس آن روی محيط دايره و اضلاعش دو وتر از دايره باشد، مثلاً در شكل های زير زاويه های

قضیه اندازۀ هر زاويۀ محاطی برابر نصف كمان روبه روی آن است.

C باشد: O R( , ) اثبات: برای اثبات اين قضيه، حالتی را در نظر می گيريم كه يكی از اضلاع زاويۀ محاطی، قطری از دايرۀ

ꙸ های الف و ب بالا، در تمرین های این درس موجوده.( )اثبات اندازۀ زاویهء محاطى در ش
فرضÆA زاويۀ محاطی است.

ÆA BC=


2
حكم

COBÆ، يک زاويۀ خارجی برای مثلث AOC است و از طرفی می دانيم كه مثلث AOC يک مثلث  اگر در اين شكل از نقطۀ C به O وصل كنيم، زاويۀ
) پس داريم: )AO OC R= = متساوی الساقين است،

 COB OAC OCA COB OAC AOAC OCAÆ Æ Æ Æ Æ ÆÆ Æ
= + ¾ ®¾¾¾¾ = == 2 2    (۱)  

COB BCÆ =     (۲) هر زاويۀ مركزی برابر كمان روبه رو به خودش است، پس: 

 COB BC A A BCÆ Æ Æ= = Þ =



2 2 از روابط (۱) و (۲) نتيجه می گيريم كه: 

90 است، شکل مقابل را ببينيد: ١ زاويۀ محاطی رو به قطر دايره، هميشه برابر  

 ÆA BC= = =
� �

�
2

180

2
90  

٢ زوايای محاطی رو به يک کمان، همواره با هم برابرند:

 Æ Æ ÆA B C ED= = =


2  

 در شکل های زیر، مقادیر x و y را به دست آورید.

، در نتيجه اندازۀ كمان BC برابر است با: 360 360 است، پس مجموع كمان ها در شكل (الف) برابر است با الف می دانيم محيط يک دايره  
 70 130 360 160
� � � �� �+ + = Þ =BC BC  

 y =160 هر زاويۀ مركزی برابر كمان روبه روی خودش است، پس: 
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 x = =160

2
80



 و هر زاويۀ محاطی برابر نصف كمان روبه رو به خودش است: 

2 3 4 360 9 360 40x x x x x+ + = Þ = Þ =   ، پس داريم:  360 ب مجموع كمان های يک دايره برابر

 y AC x= = = =
� � �

�
2

3

2

120

2
60 در نتيجه اندازۀ زاويۀ محاطی y برابر است با: 

۲. زاویه� ظلی

BACÆ يک زاويۀ ظلی است: زاويه ای كه رأس آن روی محيط دايره، يک ضلعش وتری از دايره و ضلع ديگرش مماس بر دايره باشد، مثلاً در شكل های زير،

قضیه اندازۀ هر زاويۀ ظلی برابر است با نصف كمان روبه رو به آن زاويه.

CABÆ در شكل زير را در نظر گرفته و قطری از دايره كه شامل نقطۀ A باشد را رسم می كنيم. اثبات: برای اثبات اين قضيه، زاويۀ ظلی

فرضÆA زاويۀ ظلی است.

 
ÆA AB
1

2
=
حكم

(۱)    DACÆ = 90
 می دانيم كه همواره خط مماس بر دايره بر شعاع گذرنده از نقطۀ تماس عمود است، پس:

(۲)    DBA� �=180 و كمان DBA هم نصف دايره است و مقدار آن برابر است با:
 DAC DBAÆ =



2 پس طبق (۱) و (۲) داريم:  

 ÆA BD
2 2=


A2 در شكل، يک زاويۀ محاطی است و مقدار آن برابر است با:   از طرفی زاويۀ

حالا برای محاسبۀ زاويۀ ظلیÆA1 داريم:

 Æ Æ Æ ( )A DAC A DBA BD BD AB BD AB A AB
1 2 1

2 2 2 2 2 2 2
= - = - = + - = Þ =

� � � � � � �
 

 در شکل های زیر، مقادیر x و y را به دست آورید.

360 است، پس كمان AT برابر است با: الف در شكل (الف)، مجموع اندازۀ كمان های دايره برابر  
 75 125 360 160
� � � �� �+ + = Þ =AT AT  

 x AT= =
� �
2

80 اندازۀ هر زاويۀ ظلی برابر نصف كمان رو به خودش است، پس: 

 ÆC AB x x= = = Þ =45
2 2

90
� ��

ب در شكل (ب)، كمان x رو به زاويۀ محاطیÆC است، پس: 

AC است كه كمان AC رو به زاويۀ محاطی B نيز قرار دارد پس داريم:


2 زاويۀ ظلی y هم برابر

 ABC A B C B B AC AC
D
: Æ Æ Æ Æ Æ+ + = Þ = Þ = Þ =180 85

2
170

� � �� � Þ = =y AC� �
2

85  

A AB
1

2
Þ =AÞ =A1Þ =1

� �
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۳. زاویه� بین دو وتر متقاطع درون دایره

در شكل مقابل، دو وتر AB و CD يكديگر را در نقطۀ M درون دايره قطع كرده اند و چهار زاويۀ دوبه دو متقابل 
به رأس به وجود آمده است.

اندازۀ هر كدام از اين زاويه ها از قضيۀ زير به دست می آيد:

قضیه زاويۀ بين دو وتر كه درون دايره يكديگر را قطع كنند برابر است با نصف مجموع كمان های مقابل به آن زاويه. 

ÆM AD BC
1

2
= + 

 

، يک زاويۀ خارجی است و مقدار آن برابر است با: M1زاويۀ ،BMD را به هم وصل می كنيم. مطابق شكل در مثلث D و B اثبات: برای اثبات اين قضيه، ابتدا نقاط

 

Æ Æ Æ

Æ Æ Æ Æ

M B D

D BC

B AD

M B D

1 1 1

1

1

1 1
2

2

= +

=

=

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

Þ = +ÂöId¶ 

ÂöId¶ 





11 1
2 2 2

= + Þ = +BC AD M BC AD   Æ  

) ÆM DB AC
2 2= + 

)همین طوری مى تونیم ثابت کنیم که:

۴. زاویه� بین امتداد دو وتر در خارج از دایره

در شكل مقابل، دو وتر AB و CD در نقطۀ M خارج از دايره يكديگر را قطع كرده اند، اندازۀ زاويۀ M از قضيۀ 
زير به دست می آيد:

قضیه زاويۀ بين امتداد دو وتر كه خارج از دايره يكديگر را قطع كنند برابر است با نصف تفاضل كمان های مقابل 

به آن زاويه. 
ÆM AC BD= - 

2  
، يک زاويۀ  D1تشكيل شود. حالا زاويۀ ADM روی محيط دايره را به يكديگر وصل می كنيم تا مثلث D و A اثبات: برای اثبات اين قضيه، ابتدا نقاط

ÆM را به صورت زير به دست آوريم: Æ است. در نتيجه می توانيم مقدار Æ ÆD A M1 1= + ADM است كه مقدار آن برابر با
D

خارجی برای

 

Æ Æ Æ

Æ

Æ

Æ Æ Æ

D A M

A BD

D AC

M D A

1 1

1

1

1 1
2

2

= +

=

=

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

Þ = -ÂöId¶ 

ÂöId¶ 





== - = -AC BD AC BD   

2 2 2
 

  در شکل های زیر مقادیر مجهول را به دست آورید.

 )الف

    

 )ب

    
الف با توجه به آن چه در درس نامه گفتيم،   

   زاويۀ O و A را به صورت روبه رو می نويسيم:
Æ

Æ

O x y x y

A x y x y
x x

= + = Þ + =

= - = Þ - =

ü

ý
ï

þ
ï

Þ = Þ =2
80 160

2
60 120

2 280 14

 

 



00 20
 , y =  

 ÆE BC x x= = = Þ =
� � �
2 2

20 40  (۱) ÆE يک زاويۀ محاطی است. مقدار آن برابر است با:  ب 

 Æ ( )O y x y x y= + = - Þ + = ¾ ®¾ =
2

180 80 200 160
1

   از طرفی مقادير زاويه های O و A به صورت مقابل نوشته می شود: 

 A y x z z= - = Þ = - =
2

160 40

2
60
  
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۵. زاویه� بین یک مماس و امتداد وتری از دایره

قضیه اگر از نقطۀ M خارج از دايره يک مماس و يک قاطع بر دايره به صورت شكل مقابل رسم كنيم، زاويۀ M برابر 
است با:

ÆM BT AT= - 

2   
، يک زاويۀ محاطی و هم چنين زاويۀ خارجی در مثلث تشكيل شدۀ  A1وصل كنيم، آن گاه زاويۀ T به A اثبات: برای اثبات اين قضيه كافی است از نقطۀ

T1 هم يک زاويۀ ظلی است، پس داريم: ATM است و

 

ÂöId¶ 

Â±Ë 

 nj

Æ

Æ

: Æ Æ Æ

Æ Æ

A BT

T AT

ATM A T M

M

1

1

1 1

2

2

=

=

= +

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

Þ =





D

AA T BT AT
1 1

2
- = -Æ  

 

۶. زاویه� بین دو مماس از نقطه ای خارج دایره

قضیه اگر از نقطۀ M خارج از دايره مطابق شكل روبه رو، دو مماس بر دايره رسم كنيم، آن گاه زاويۀ M برابر است با:  

ÆM TAT TBT= ¢ - ¢ 

2  
اثبات: برای اثبات اين قضيه، ابتدا از نقطۀ M يک قاطع بر دايره رسم می كنيم تا در نقاط A و B دايره را قطع كند، آن گاه 

طبق قضيۀ بالا می توانيم زاويۀ بين مماس و قاطع بر دايره از نقطۀ خارج آن را به صورت زير بنويسيم:

 
Æ

Æ
Æ Æ Æ

M AT BT

M AT BT
M M M AT BT AT1

2

1 2

2

2

= -

= ¢ - ¢

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ = + = - + ¢ -
� �

� �
� � � BBT AT AT BT BT TAT TBT¢ = + ¢ - + ¢

= ¢ - ¢� � � � �
2 2 2

( ) ( )  

)برگرفته از تمرین صفحهء 17 کتاب درسی(  در شکل های زیر، مقادیر مجهول را به دست آورید. 

 )الف

  

 )ب

  

O2 و M را می نويسيم: O1 و الف در شكل الف، مقدار زاويۀ  
 ÆM AC CD BD AB AC y BD x= + + - = + + - =

� � � � � � �
2 2

50 (۱)  

 Æ ( )O AC BD y x y x1

1

2
70

2
70 50 40= + = ¾ ®¾ - + = Þ - = -

� � � � � � (۲)  

 ÆO y x y x2
2

180 70 110 220= + = - = Þ + =    (۳)  

 ( ) ( )2 3
2 180 90 130

+¾ ®¾¾¾ = Þ = Þ =y y x    
ÆA¢ را می نويسيم: ÆA و ب در اين شكل ابتدا مقادير

 
Æ

Æ

A BC BB B C CC

A BC CC B C BB

= + ¢ + ¢ ¢ - ¢ =

¢ = + ¢ + ¢ ¢ - ¢ =

¾ ®+

� � � �

� � � �

�

�

2
70

2
80

¾¾ + ¢ ¢ = Þ + ¢ ¢ =2 2

2
150 150

BC B C BC B C
� � � �� �  (۱)  

 Æ Æ( )O BC B C O= + ¢ ¢ ¾ ®¾ = =
� � �

�
2

150

2
75

1 ÆO برابر است با:  از طرفی می دانيم كه مقدار
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جمع بندی تمام زوایای مربوط به دایره

زاویه� بین دو وترزاویه� ظلیزاویه� محاطیزاویه� مرکزی

a = ABÆM AB=


2
ÆM ABM=


2
ÆM AB CD
1

2
= + 

زاویه� بین دو مماسزاویه� بین وتر و مماسزاویه� بین امتداد دو وتر

ÆM BD AC= - 

2ÆM TA TB= - 

2
ÆM TAT TBT= ¢ - ¢ 

2

سؤالاتى که ممکن است از مبحث زاویه در دایره پرسیده شود به سه حالت ꙾ زیر تقسیم مى شود:
١ جای خالى و درست ـ نادرست: شامل حفظیات  و فرمول های این درس

  سؤال های 22 تا 28
٢ اثباتى: جزء جدانشدنى هندسه شامل اثبات فرمول های محاسبهء زاویه

  سؤال های 29 تا 37
  ٣ و در آخر تیپ محاسباتى که یه سری اطلاعات از زوایا و کمان های دایره در اختیارتون میذارن و یه سری مجهول ها رو مى خوان.

  سؤال های 38 تا 50

 جاهای خالی را با عبارات یا اعداد مناسب پر کنید.
اندازهء هر زاویهء محاطی برابر ................ است.- 22
زاویهء محاطی رو به قطر دایره برابر ................ درجه است.- 23
زاویهء بین دو وتر که درون دایره یکدیگر را قطع می کند برابر ................ است.- 24
)نهایی خرداد 1403(- 25 اندازهء هر زاویهء ظلی برابر است با ................ اندازهء کمان روبه رو به آن زاویه.  

 درستی و نادرستی جملات زیر را مشخص کنید. )علت نادرستی را بیان کنید.(
زاویه ای که رأسش روی محیط دایره، یک ضلع آن مماس بر دایره و ضلع دیگرش وتری از دایره باشد، زاویهء محاطی است.- 26
زاویهء بین دو مماس از نقطه ای خارج دایره برابر مجموع کمان های ایجادشده توسط نقاط تماس است. - 27
aa در شکل مقابل برابر است با:- 28 زاویهء

 aa == --AC AB 

2  

 ثابت کنید:
)فعالیت صفحهء 13 کتاب درسی(- 29 اندازهء هر زاویهء محاطی برابر نصف کمان روبه روی آن است. 
)فعالیت صفحهء 14 کتاب درسی(- 30 اندازهء هر زاویهء ظلی برابر نصف کمان روبه روی آن است. 

)فعالیت صفحهء 14 کتاب درسی(- 31   BAC BCÆ ==


2 در شکل روبه رو ثابت کنید:
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)فعالیت صفحهء 14 کتاب درسی(3232 � BAC BCÆ ==


2 در شکل روبه‌رو ثابت کنید:

�
ثابت کنید اندازهء زاویهء بین دو وتر متقاطع درون دایره برابر است با نصف مجموع اندازهء کمان‌هایی از دایره که به اضلاع زاویه و امتداد اضلاع 3333

)فعالیت صفحهء 16 کتاب درسی( زاویه محدودند.�
)فعالیت صفحهء 15 کتاب درسی(3434 در شکل مقابل ثابت کنید:�

 ÆM A B AB==
¢¢ ¢¢ --� �

2 �

)تمرین صفحهء 17 کتاب درسی(3535 در شکل مقابل ثابت کنید:�

 ÆM AT BT== -- 

2 �

ثابت کنید زاویهء بین دو خط مماس رسم‌شده از نقطهء A خارج دایره بر آن، برابر نصف تفاضل دو کمان ایجادشده 3636
)تمرین صفحهء 17 کتاب درسی( T¢¢ است.� بین نقاط T و

 ÆA TCT TBT==
¢¢ -- ¢¢ 

2 �

180 است.3737 با استفاده از تعریف زاویهء محاطی نشان دهید مجموع زوایای داخلی هر مثلث
 در شکل‌های زیر مقادیر مجهول زاویه‌ها و کمان‌های مشخص‌شده را به دست آورید.

       )تمرین صفحهء 16 کتاب درسی(3939 3838

4040 4141 4242 

4343 AB A B¢¢ ++ ¢¢ ==� � �
220 AB  ب( AB A B A B� � � �

==
¢¢

==
¢¢ ¢¢

==
¢¢

2 3 3
در شکل روبه‌رو، اگر الف(

)برگرفته از امتحانات مدارس کشور( AMBÆ را در هر دو حالت به دست آورید.� آن‌گاه مقدار زاویهء

C مفروض است. از نقطهء M در خارج دایره خطی چنان رسم کرده‌ایم که دایره را در دو نقطهء A و 4444 O R( , ) دایرهء
)تمرین صفحهء 17 کتاب درسی( �. bb aa== 3 MA، نشان دهید: R== B قطع کرده است و

4545 AOC و اندازهء زاویهء مرکزی aa ABCÆ باشد، مقدار ( )== ++aa 16
 AOCÆ و ( )== ++3 12aa  در دایره‌ای به مرکز O اگر

)برگرفته از امتحانات مدارس کشور( و زاویهء محاطی ABC را به دست آورید.�
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)برگرفته از امتحانات مدارس کشور(- 46 �CED باشد، اندازهء زاویهء A را به دست آورید.  �== 50 AB. اگر BC== در شکل مقابل،

47 - AT c == BA و b == TB و a == خط مماس بر دایره در نقطهء T و امتداد وتر AB در نقطهء M متقاطع اند. با فرض

)برگرفته از امتحانات مدارس کشور( ، اندازهء زاویهء M را تعیین کنید.  a b c
1 4 5

== == و

)برگرفته از امتحانات مدارس کشور(- 48 ÆA1 است. کمان AE چند درجه است؟ 61==  در شکل روبه رو، O مرکز دایره و

AB است. زاویهء P را به دست آورید.- 49 == 2 AC و == 3 BC و == 1 در شکل مقابل،

NM باشد، مقدار x را به دست آورید.- 50 NB== در شکل روبه رو، دو قطر AB و CD بر هم عمودند. اگر

بخش ۳: وتر در دایره

گفتيم به هر پاره خطی كه دو سر آن روی محيط دايره باشد، وتر دايره می گوييم و بزرگ ترين وتر هم همان قطر دايره است. حالا در اين درس قرار است 
به طور عميق تر به وتر در دايره بپردازيم و با چند قضيه از وتر و رابطۀ بين وتر و كمان در دايره آشناتر شويم.

)سؤال نهایی خرداد 1403(  در هر دايره، قطر عمود بر وتر، آن وتر و كمان های نظيرش را نصف می كند. 

 CD AB
½oÄHj  oõ¤ ½oÄHj  oU»

فرض^

AH BH AD DB AC BC= = =, ,   

حكم

اثبات: برای اثبات اين قضيه ابتدا از مركز دايره به دو نقطۀ A و B وصل می كنيم تا مثلث های قائم الزاويۀ OAH و OBH تشكيل شوند. حالا در اين 

دو مثلث داريم:

 
OA OB
OH

H H

= =

= =

ü

ý
ï

þ
ï

 ½oÄHj  ÌI÷{
 ¥oTz¶  Í±ò Í±ò  ¦Ä  » 

Æ Æ
1 2 90



  oU»
¾µGI¤  â¾Ä»Hp

oËI¹T¶  ÁHq]H¾ ®¾¾¾¾ @ ¾ ®¾¾¾¾
=

OAH OBH
AH HBD D

ÆOO O1 2=

ì
í
ï

îï Æ  

BD است و  AD = Æ پس ÆO O1 2= ÆO2 زاويۀ مركزی روبه رو به كمان BD است و از آن جا كه ÆO1 زاويۀ مركزی روبه رو به كمان AD و می دانيم كه
قطر، كمان نظير وتر AB را نيز نصف می كند.

ÆO2 است، داريم: ÆO4 مكمل ÆO1 و ÆO3 مكمل از طرفی چون

 
Æ Æ

Æ Æ
Æ ÆÆ ÆO O

O O
O OO O AC3 1

4 2

3 4

180

180

1 2
= -

= -

ü
ý
ï

þï
¾ ®¾¾¾ ==

�

�

�  ¾M  »n   Áq¨o¶  â¾Ä»Hp 
 ¾M  »n  Áq¨o¶  â¾Ä»Hp 

Æ
Æ
O

CB O
3

4
�¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ AAC CB� �=  

)فعالیت صفحهء 13 کتاب درسی(  ثابت کنید: 
الف( در دایرهء روبه رو اگر قطر CD وتر AB را نصف کرده باشد، CD بر AB عمود است و کمان AB را نصف می کند.

ب( در دایرهء روبه رو اگر قطر CD کمان AB را نصف کرده باشد، CD بر وتر AB عمود است و آن را نصف می کند.
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فصل اول: دایره

مرکزی3 323 22 نقطه3 1
4 314

 p pR R R2
49 7 2 14= Þ = Þ =  

A درون دایره3۵ 5 x xÞ - < Þ >7 3 4  
کم ترین مقدار صحیح x برابر ۵ است.

به صفحهء 10 درس نامه مراجعه کنید.3 6
به صفحهء 10 درس نامه مراجعه کنید.3 7
به صفحهء 9 درس نامه مراجعه کنید.3 8
به صفحهء 10 درس نامه مراجعه کنید.3 9
به صفحهء 10 درس نامه مراجعه کنید.3 10
به صفحهء 10 درس نامه مراجعه کنید.3 11
به صفحهء 9 درس نامه مراجعه کنید.3 12
درون 3 13 یا  بیرون  را   A نقطهء  نمی کند  فرقی 

و  نزدیک ترین  همیشه  بگیریم،  نظر  در  دایره 
دورترین نقاط دایره از نقطهء A برابر است با:

 min
max

( )= - =
= + =

¾ ®¾¾ = Þ =-a
a
r
r

r r
8

12
2 4 2  

هر 3 14 اندازهء  و  طول  مقابل،  شکل  به  توجه  با 
کدام از کمان ها برابر است با:

 L R
AB� �

�

�= = ´ ´ =p a p p
180

1 60

180 3
 

AB� �= 60  

 L ABAB¢ ¢ = ´ ´ = ¢ ¢ =�
�

�
��p p3 60

180

60,  

اگر طول 3 15 به شکل  توجه  با 
هم  با   ¢ ¢AB و  AB کمان های 

برابر باشد:

 L L r r
AB A B� �

�

�

�

�= Þ ´ ´ = ´ ¢´
¢ ¢

p p80

180

40

180

Þ = ¢2r r  

پس شعاع دایرهء بزرگ تر، 2 برابر دایرهء کوچک تر است.
اندازهء هر کمان برابر زاویهء مرکزی روبه رو به آن است.3 16

از طرفی می دانیم مجموع اندازهء کمان های موجود 
360 است، بنابراین: روی یک دایره برابر

 AB x� �= =100  

 AB BC y y� � � � � � �+ + = Þ = - - =360 360 130 100 130   
 y = 70

  

 AB BC y AB� � �� � � � �+ + = Þ = - - =360 360 130 70 160  
 Þ = =x AB� �

160  

LAB�
�

�= ´ ´ =p p2 160

180

16

9
و طول این کمان برابر است با: 

طول این کمان از دایره برابر است با:3 17

 4 120

180

4 180

120

6p p= ´ ´ Þ = ´ =r r








 

 P r= =2 12p p پس مساحت و محیط دایره برابر است با: 
 S r= =p p2

36  

مساحت قطاع AOB به صورت زیر به دست می آید:3 18

 Æ ÆO O
1 2

60= = =táHn  ¾M  ®MI£T¶   

 S r
AOB

D = = ´ ´ =p a p p
2 2

360

3 60

360

3

2





 

برای به دست آوردن مساحت قطعهء قرمزرنگ باید مساحت مثلث متساوی الاضلاع 
ODC را از قطاع ODC کم کنیم، پس داریم:

 S r
ODC

D = =3

4

9

4
3

2       ,      S r
ODC

ÌIõ¤
= =pa p

2

360

3

2

 

 Þ = - = -S¾÷õ¤
3

2

9

4
3

3

2

3 3

2
p p( )  

مطابق شکل، ابتدا طول کمان های AB و CD را به دست می آوریم:3 19

 L r
CD� �

�

�= ´ ´ = ´ =p a p p
180

2 120

180

4

3
 

 LAB�
�

�= ´ =4 120

180

8

3

p p  

 ODC حالا برای به دست آوردن مساحت قسمت قرمزرنگ باید مساحت قطاع
را از قطاع OAB کم کنیم، پس:

 Sªºnq¶o¤ = ´ ´ - ´ ´ =p p p4 120

360

2 120

360

4

2 2







 

اندازهء هر کمان برابر زاویهء مرکزی رو به آن است پس می توانیم بگوییم:3 20

 CB AB = ¾ ®¾¾¾ =2 2a aÆoÎ  ¢Lö  

 AD = a  
 CD� �=100  

360 است پس: مجموع کمان های روی دایره برابر

 2 2 100 360 5 260a a a a+ + + = Þ =   Þ =a 52
  

 مطابق شکل نخ روی هر دایره در دو 3 21
نقطهء  به  شعاع  که  آن جا  از  و  است  مماس  نقطه 
تشکیل شده  چهارضلعی های  است،  عمود  تماس 
روی شکل مقابل همگی مستطیل هستند پس در 

OOT داریم: T¢ ¢ مستطیل
 TT OO¢ = ¢ = 6  

C داریم: O( , )3 حالا در دایرهء

 ÆO = - - - =360 90 90 60 120
      

 LTT¢¢ = ´ ´ =�
�

�
p p3 120

180

2  

= طول ¢ + ¢¢ = +3 3 18 6TT TT p در نتیجه طول نخ برابر است با: 
متساوی الاضلاع مثلث  مساحت  با  است  برابر  رنگی  ناحیهء  مساحت   

60 و شعاع 3: OO منهای 3تا قطاع با زاویهء O¢ ¢¢

 S S S
OO O

Â«ºn ÌIõ¤= - = ´ - ´ ´ ´ = -
¢ ¢¢

D 3
3

4
6 3

3 60

180

9 3
9

2

2
2p p



نصف کمان روبه روی آن3 22
23 390
نصف مجموع کمان های روبه روی آن3 24
نصف3 25
نادرست؛ زاویهء ظلی است.3 26
نادرست؛ برابر نصف تفاضل کمان های ایجادشده است.3 27
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درست3 28
به صفحهء 12 درس نامه مراجعه کنید.3 29
به صفحهء 13 درس نامه مراجعه کنید.3 30
برای اثبات، ابتدا قطر گذرنده از نقطهء A روی 3 31

 O به نقطهء B و C دایره را رسم می کنیم سپس از
وصل می کنیم.

برای  خارجی  زاویهء  ترتیب  به   O2 و  O1 زاویهء
مثلث های OAC و OAB است و از طرفی می دانیم:

 ÆO AC1 = ¢ )1(  , Æ ÆOA OC r A C= = Þ =1 1 )3(  

 ÆO AB2 = ¢ )2)  , Æ ÆOA OB r A B= = Þ =
2 1

)4)  

Æ زاویهء خارجی Æ Æ Æ Æ( ) ( )O C A A AC A AC
1 1 1

3

1

1

1
2

2
= + ¢ Þ = ¢





 

Æ زاویهء خارجی Æ Æ Æ( ) ( )O B A A AB A AB
2 1 2

4

2

2

2
2

2
= + ¢ Þ = ¢





 

 Æ Æ ÆA A A AC AB BC= + = ¢ + ¢ =
1 2

2 2 2

� � �
حالا زاویهء A برابر است با: 

ابتدا قطر گذرنده از A را رسم 3 32 اثبات  برای 
کرده سپس از B و C به O وصل می کنیم و داریم:

 ÆO AC1 = ¢ )1( , OA OB r= =  

Þ + =Æ Æ ÆA A B
1 2 1

)2(  

 Æ ÆO O BA
1 2

+ = ¢  , Æ ÆOC OA r C A= = Þ =1 1 )3(  

 AOC O C A A

O

D
ÁHoM Â]nIi â¾Ä»Hp

¢Lö ÂÎoöpH

Æ Æ Æ Æ

( ) : Æ

( )
1 1 1

3

1

1

2

1

= +

= ¢AAC
A AC





ü

ý
ï

þ
ï

Þ = ¢Æ
1

2
 

 AOB
D

Æ زاویهء خارجی برای Æ Æ Æ ÆO O A A B
2 1 1 2 1

+ = + +  

 ( ) ( Æ Æ) Æ Æ2

1 2 1 2
2

2
A A BA A A BA+ = ¢ Þ + = ¢





 

A2 برابر است با: زاویهء محاطی

 Æ (Æ Æ) ÆA A A A BA CA BC= + - = ¢ - ¢ =
1 2 1

2 2

� � �
 

به صفحه های 14 درس نامه مراجعه کنید.3 33
به صفحهء 14 درس نامه مراجعه کنید.3 34
به صفحهء 1۵ درس نامه مراجعه کنید.3 35
به صفحهء 1۵ درس نامه مراجعه کنید.3 36
برای حل این سؤال یک مثلث درون یک دایره به گونه ای رسم می کنیم 3 37

که هر سه رأس مثلث روی محیط دایره قرار بگیرند:
اندازهء آن ها  و  C محاطی هستند  و   B و   A زوایای  از  مطابق شکل هر کدام 

برابر است با:

 

Æ

Æ

Æ

A BC

B AC

C AB

=

=

=

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï







2

2

2

 

 BC AC AB A B C BC AC AB� � � �� � � �
+ + =¾ ®¾¾¾¾¾¾ + + = + + =360

2
180Æ Æ Æ  

38 3
x محاطی AD= = =

� �
�

2

100

2
50  

y محاطی AD= =
� �
2

50  

 z = ´ =2 70 140
   

39 3
ÆO CD AB= + =

 

2
91  

 Þ + =CD AB� � �
182  )1(  

 ÆM CD AB CD AB= - = Þ - =
� � � �� �

2
31 62  )2(  

 ( ) ( )1 2 2 120 60- = = Þ =AB AB� �� �  

a محاطی = =AB� �
2

30  

40 3 AC AD BD BC� � � ��= - - -360  
 = - - - =360 120 80 60 100

      

x ظلی CAD CA AD= = +� � �
2 2  

= =220

2
110



  

C محاطی3 41 BAD BA AD= = +� � �
2 2  

= + =180

2
110

�
��AD  

 Þ = - =AD� � � �
220 180 40  

 BCD AD BCD� � �� �+ = Þ =180 140  

 Þ = = - = - =x P BCD ADÆ � � � �
�

2

140 40

2
50  

42 3
ÆO BP AN= + =
� � �

2
80  

 Þ + =BP AN� � �
160  )1(  

 M BP AB AN PN

y x

= + + - =
� �
�

� �
�

�
2

60
( )1 160

2
60¾ ®¾ + - =





y x  

 Þ - = -y x 40  )2)  

 ÆO y x y x
1

180 80 100
2

100 200= - = = + = Þ + =     )3)  

 ( ) ( )2 3 2 160 80 120+ = = Þ = Þ =y y x    
 با استفاده از رابطهء صورت سؤال داریم:3 43

 AB AB AB AB AB AB¢ = ¢ ¢ = ¢ =� � � � � �
2 3 3, ,  

 AB BA AB BA� � � � �+ ¢ + ¢ ¢ + ¢ = 360  
 Þ + + + =AB AB AB AB� � � � �

3 3 2 360  

 9 360 40AB AB� �� �= Þ =  
 ¢ ¢ =AB 120

  
پس مقدار زاویهء AMB برابر است با:

 Þ = ¢ ¢ + = =AMB AB ABÆ � � �
�

2

160

2
80  
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هندسه ۲رشته: رياضی ـ فيزيکنمونۀ امتحان نيم سال اول

۱رديف نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: ۱۰۰ دقيقهامتحان شمارۀ 

جاهای خالی را با عبارت های مناسب پر كنيد.۱
الف) در هر تبديل، نقطه ای را كه تبديل يافتۀ آن بر خود نقطه منطبق شود، ............... می ناميم.

ب) شعاع های دو دايرۀ هم مركز ۶ و ۱۰ است. اندازۀ وتری از دايرۀ بزرگ تر كه بر دايرۀ كوچک تر مماس است برابر ............... است.
پ) ناحيه ای از درون و روی دايره كه به دو شعاع و آن دايره محدود است را ............... می ناميم.

۰/۷۵

درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.۲
الف) شعاع دايرۀ محاطی داخلی مثلثی با اضلاع ۸، ۱۵ و ۱۷ برابر ۳ است.

ب) دوران لزوماً شيب را حفظ نمی كند.
پ) اگر تبديل همانی نباشد، آن گاه بی شمار نقطۀ ثابت تبديل ندارد.

۰/۷۵

گزينۀ صحيح را انتخاب كنيد. (راه حل بنويسيد.)۳
نيم دايره  7  سانتی متر است. مساحت مربع محاط در  5/ نيم دايره مقابل شعاع  الف) در شكل 

چند سانتی متر مربع است؟ (با راه حل)
  5 2 (۴  ۵۰ (۳   3 5 (۲  ۴۵ (۱

ب) كدام يک از موارد زير در مورد تبديل طولپا (ايزومتری) درست است؟
۱) اندازۀ زاويه ها، موقعيت و جهت شكل را تغيير می دهد.

۲) می تواند موقعيت شكل را تغيير دهد، ولی الزاماً اندازۀ زاويه ها و جهت شكل را حفظ می كند.
۳) اندازۀ زاويه ها را حفظ می كند، ولی می تواند موقعيت و جهت شكل را تغيير دهد.

۴) اندازۀ زاويه ها، موقعيت و جهت شكل را الزاماً حفظ می كند.

۱

۰/۵

۱/۵ثابت كنيد در هر دايرۀ قطری كه بر يک وتر عمود است، آن وتر و كمان های نظير آن را نصف می كند.۴

ثابت كنيد اندازۀ زاويه ای كه از برخورد امتداد دو وتر از يک دايره در بيرون دايره پديد می آيد، برابر نصف تفاضل اندازۀ كمان هايی ۵
از آن دايره است كه به اضلاع آن زاويه محدودند.

۱/۵

۱/۷۵ثابت كنيد انتقال شيب خط را حفظ می كند.۶

اندازۀ x و y را در هر يک از شكل های زير تعيين كنيد.۷

ب)الف)

۲/۲۵

۸ ABC بازتاب مثلث ¢¢ ¢¢ ¢¢A B C d2 و به فاصلۀ m از آن قرار دارد و مثلث d1 به موازات در شكل مقابل،

¢¢¢¢ بناميد. ¢¢¢¢ ¢¢¢¢
DD

A B C d2 رسم كنيد و آن را ¢¢ را نسبت به ¢¢ ¢¢A B C d1 است. بازتاب مثلث نسبت به خط
 AA m¢¢¢¢ == 2 الف) نشان دهيد

ABC دانست؟ 
DD

¢¢¢¢ را تصوير ¢¢¢¢ ¢¢¢¢
DD

A B C ب) با چه تبديلی می توان

۲

3 واحد، طول خط المركزين دو دايرۀ محاطی داخلی و محاطی خارجی آن چه قدر است؟۹ ۲در مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع

۱۰ 1 1 1 1
r r r ra b c

++ ++ == rc شعاع های سه دايرۀ محاطی خارجی مثلث و r شعاع دايرۀ محاطی داخلی باشد، نشان دهيد:  rb و ، ra ۱/۵اگر

قاعدۀ آن ضربدر ۱۱ ميانگين حسابی دو  با  برابر است  اين ذوزنقه،  ثابت كنيد مساحت  و هم محاطی است.  يک ذوزنقه هم محيطی 
ميانگين هندسی آن ها.

۲/۵

طول خط المركزين در دو دايرۀ متقاطع به شعاع های ۳ و ۴ سانتی متر برابر ۶ است. اندازۀ طول مماس مشترک خارجی اين دو دايره ۱۲
را به دست آوريد.

۱

)C است. مقدار مثبت a چه قدر است؟۱۳ , )--1 2 )B نقطۀ , )1 0 A حول نقطۀ a a( , )++ 1 ۱دوران يافتۀ نقطۀ
۲۰جمع نمرات
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 نقطۀ ثابت (0/25). ۱
 ۱۶ (0/25)؛ 

OAH قائم الزاويه AH OA OH
D

Þ = -2 2 2  
 = - = Þ =10 6 8 8

2 2 2 AH  
Þ = ´ =AB 2 8 16  

 قطاع (0/25)
 درست (0/25)؛. ۲

 17 15 8
2 2 2= + Þ Þ مثلث قائم الزاويه

= + + =

= ´ =

ì

í
ï

î
ï

P

S

17 15 8

2
20

8 15

2
60

 

 Þ = = =r S
P

60

20
3  

 درست (0/25)
 نادرست (0/25)؛ تبديل بازتاب همانی نيست، اما بی شمار نقطۀ ثابت تبديل دارد.

  (0/25)؛. ۳
اگر طول ضلع مربع را a بگيريم، داريم:

AHO قائم الزاويه R a aD
= +: ( )2 2 2

2 (0/25) 
 

 Þ = + =R a a a2 2
2 2

4

5

4
 

Þ a :مساحت مربع R2
2

4

5
= (0/25) Þ = =a2 225

5
45 (0/25)  

  (0/25)؛
نتيجه  در  و  شكل  اندازۀ  طولپا،  تبديل 
می كند،  حفظ  را  آن  زاويه های  اندازۀ 
می تواند  شكل  جهت  و  موقعيت  ولی 

تغيير كند. (0/25)
 

(تبديل طولپا)  
ابتدا از مركز دايره به دو نقطۀ A و B وصل می كنيم تا مثلث های قائم الزاويۀ . ۴

OAH و OBH تشكيل شوند، حالا در اين دو مثلث داريم:

 
OA OB
OH

H H

= =

= =

ü

ý
ï

þ
ï

½oÄHj ÌI÷{
¥oTz¶ Í±ò

Æ Æ
1 2

90


(0/25)  
 

 Í±ò ¦Ä » oU»
¾µGI¤ â¾Ä»Hp¾ ®¾¾¾¾ @

D D
OAH OBH  

 oËI¹T¶ ÁHq]H¾ ®¾¾¾¾
=

=

ì
í
ï

îï

AH BH

O OÆ Æ
1 2

(0/25)  

ÆO2 زاويۀ مركزی روبه رو  ÆO1 زاويۀ مركزی روبه رو به كمان AD و می دانيم كه
BD است (0/5) و  AD= ، پس Æ ÆO O

1 2
= به كمان BD است و از آن جا كه

قطر، كمان نظير وتر AB را نيز نصف می كند.
ÆO2 است، داريم: ÆO4 مكمل ÆO1 و ÆO3 مكمل از طرفی چون

 
Æ Æ

Æ Æ
O O

O O
3 1

4 2

180

180

= -

= -

ü
ý
ï

þï





(0/25) Æ Æ Æ ÆO O O O1 2

3 4

=¾ ®¾¾¾ =  

 AC O
CB O

AC CB




 

¾M »n Áq¨o¶ â¾Ä»Hp
¾M »n Áq¨o¶ â¾Ä»Hp

Æ
Æ
3

4

¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = (0/25)  

ابتدا نقاط A و D روی محيط دايره را . ۵
 ADM به يكديگر وصل می كنيم تا مثلث
، يک  ÆD1 تشكيل شود (0/25). حالا زاويۀ

ADM است كه مقدار 
D

زاويۀ خارجی برای

Æ است (0/25).  Æ ÆD A M1 1= + آن برابر با

ÆM را به صورت زير به دست آوريم: در نتيجه می توانيم مقدار

 

Æ Æ Æ

Æ

Æ

D A M

A BD

D AC

1 1

1

1

2

2

= +

=

=

ü

ý

ï
ï

(0/25)

(0/25)

(0/25)

ÂöId¶

ÂöId¶





ïï

þ

ï
ï
ï

Þ = -Æ Æ ÆM D A
1 1

 

 = - = -AC BD AC BD   

2 2 2 (0/25)  
سؤال را در دو حالت زير بررسی می كنيم:. ۶

v را رسم كرده  v موازی نباشد، انتقال يافتۀ AB تحت  اگر AB با
(0/25) AA BB v¢ = ¢ =

� ���� � ��� � ¢ می ناميم. طبق تعريف انتقال، می دانيم ¢AB و آن را
 AABB¢ ¢ چهارضلعی در  پس   ،AA BB v¢ ¢� � � و
¢BB موازی و مساوی اند(0/25). در  ¢AA و دو ضلع
می توانيم  و  است  متوازی الاضلاع   AABB¢ ¢ نتيجه
انتقال، شيب خط  (0/25)، پس   AB AB

¢ ¢ بگوييم
AB را تغيير نداده است. (0/25) 

يعنی آن  انتقال يافتۀ  باشد  موازی   v بردار با   AB پاره خط  اگر   
پس  .(0/25) دارد  قرار   AB امتداد  روی   ¢ ¢AB

را   AB خط  شيب  انتقال  و   (0/25)  AB AB
¢ ¢

حفظ كرده است. 
۷ . 360 برابر دايره  يک  كمان های  مجموع   

است؛ پس:
2 3 4 360x x x+ + =  (0/25)  
Þ =9 360x  Þ =x 40

 (0/25)  

ÆA زاويۀ محاطی است؛ پس:  از طرفی

 ÆA y BC x x= = = = = ´ =
�

� �� ��
� �

2

4

2
2 2 40 80

(0/25)

(0/25)  

ÆB زاويۀ محاطی است؛ پس:

 ÆB AL= =50
2

� � (0/25) Þ =AL 100
 (0/25)  

360 است؛ پس:  مجموع كمان های دايره برابر

 AL BL AB� � � �+ + = 360 (0/25)  

 Þ + + = Þ =120 100 360 140
� � � �� �AB AB (0/25)  

حالا چون زاويۀ x يک زاويۀ ظلی است، می توانيم بگوييم:

 x AB= = =
� �

�
2

140

2
70 (0/25)  

۸ . d2 ¢ نسبت به محور ¢ ¢
D

ABC بازتاب
¢¢ است. ¢¢ ¢¢A B C برابر

بازتاب،  محور  هر  می دانيم   
عمودمنصف پاره خط بين نقطه و تصوير آن 

است؛ پس: 
 AH AH AH A H= ¢ ¢ ¢ = ¢¢ ¢, (0/5)  

¢¢AA برابر است با:  پس
 AA AH AH AH A H AH AH¢¢ = + ¢ + ¢ ¢ + ¢¢ ¢ = ¢ + ¢ ¢

= =
� �� �� � �� �� 2 2  

 = ¢ + ¢ ¢ =2 2( )AH AH m
m

� �� �� (0/5)  

بر  2m و عمود  برداری به طول ABC را تحت  از مثلث  اگر هر نقطه   
¢¢ می رسيم؛ پس  ¢¢ ¢¢A B C مثلث به  دهيم،  انتقال   d2 و  d1 بازتاب محورهای 
نتيجه می گيريم «تركيب دو بازتاب با محورهای موازی، يک انتقال با برداری ۲ 

برابر فاصلۀ بين آن دو محور موازی است. (0/5)

(0/25)

(0/5)
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با . ۹ متساوی الاضلاع  مثلث  يک 
محاطی  و  داخلی  محاطی  دايرۀ 

خارجی آن رسم می كنيم:
طول  می بينيد  كه  همان طور 
خط المركزين دايرۀ محاطی داخلی 
با  است  برابر  مثلث  اين  خارجی  و 
حاصل جمع شعاع های اين دو دايره:

 OO r ra¢ = + (0/25)  

 r S
P= (0/25)  

S

P
r

= =

=
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = =

3

4
3

3 3

4

3 3

2

2
3 3

4

3 3

2

1

2

( ) (0/25)

(0/25)
(0/25)  

 r S
P aa =

-
(0/25) Þ =

-
= =ra

3 3

4

3 3

2
3

3 3

4

3

2

3

2
(0/25)  

 OO¢ = + =1

2

3

2
2 (0/25) در نتيجه طول خط المركزين برابر است با: 

اگر S مساحت و P نصف محيط باشد، شعاع دايره های محاطی داخلی و . ۱۰
خارجی برابر است با:

 

r S
P

r S
P a

r S
P b

r S
P c

a

b

c

=

=
-

=
-

=
-

ü

ý

ï
ï
ï
ï

þ

ï
ï

(0/25)

(0/25)

(0/25)

(0/25)
ïï
ï

 Þ + + = - + - + -1 1 1
r r r

P a
S

P b
S

P c
Sa b c� ������� �������

 

 = - + + = =3 1

2

P a b c
S

P
S r

P

( )
��� ��

(0/5)  

می دانيم ذوزنقۀ محاطی، حتماً متساوی الساقين . ۱۱
را   C و   B نيمسازهای  اگر  طرفی  از   .(0/25) است 
را در مركز دايرۀ محاطی قطع  رسم كنيم، يكديگر 
 Æ ÆB C+ =180 می كنند (0/25): 

Þ + = Þ + =
Æ Æ Æ ÆB C B C
2 2

180 90
2 2

  (0/25)  

 BOCÆ = 90
 (0/25) در نتيجه مثلث OBC قائم الزاويه است و داريم: 

حال اگر ارتفاع وارد بر وتر اين مثلث را رسم كنيم (ON)، طبق روابط طولی 
در مثلث قائم الزاويه داريم:

 ON a b2 = ´ (0/25) ON r
r r a b=
=¾ ®¾¾¾¾¾¾ = ´ÂöId¶ â½oÄHj ÌI÷{

2  

 MP r MP ab=¾ ®¾¾¾ =2 2
2( ) (0/25) Þ = ´MP a b

AB DC

2 2
 

 

 Þ = ´MP AB DC (0/5)  
حالا مساحت ذوزنقه برابر است با:

 S AB DC MPABCD = +
2 ( ) (0/25)  

 = + ´ ´AB DC AB DC2
ÂMIve ¸Ã«ºIÃ¶

Âwk¹À ¸Ã«ºIÃ¶� �� �� � �� �� (0/25)  

۱۲ . TT d R R¢ = - - ¢2 2( )
(0/5)

� ���� ����  
 

Þ ¢ = - -TT 6 4 3
2 2( )  

 = 35 (0/5)  
دوران تبديلی ايزومتری است؛ پس: . ۱۳

 | | | |AB BC= (0/5)  

 Þ - + + = +( ) ( )a a1 1 4 4
2 2 (0/25)  

 2 2 8 2 6 3
2 2a a a+ = ¾ ®¾¾ = Þ = ±2 ·H¼U  

a = + 3 (0/25) كه سؤال مقدار مثبت a را می خواهد، پس: 


